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Zadania na listopad 2002 (grupa ”STARSZYCH?”)

Wyznaczy¢ liczby rzeczywiste a, b, p, ¢ takie, ze rownosé
(22 — 1)* — (az + b)*° = (2° + px + ¢)"°
zachodzi dla wszyskich x € R

Niech (ay, as, ..., a,) oraz (b1, bs, . .., b,) beda dwiema permutacjami elementéw zbioru
{1,3.5,..., 5} takimi, ze

a1+b1>&2+b2 >an+bn
Udowodnié¢, ze a,, + b, < = dlam =1,2,.

Punkt K jest punktem stycznosm okregu o wpisanego w tréjkat ABC' z bokiem AC.
Wykazaé, ze prosta taczaca srodek boku AC' ze srodkiem okregu o dzieli odcinek BK
na dwie réwne czesci.

Przekatne dziela wypukly czworokat na cztery tréjkaty. Wykazac, ze jesli promienie
okregow wpisanych w te trojkaty sa rowne, to czworokat jest rombem.

Wykazaé, ze jesli 0 < a < b, to dla dowolnych liczb x4, s, ..., 2, € |a,b] zachodzi
nieréwnosc:
11 1. (a+b)? ,
(r1 + 2o + +$n)($l +x2+ +wn)_ T
Wyznaczy¢ wszystkie uktady parami réznych liczb catkowitych (aq,as,...,a,) dla

ktérych wielomian

a) (x —ay)(z—ag)...(r—a,) —1

b) (x —a1)(x —ag)...(x —a,)+1

jest iloczynem wielomianéw o wspolczynnikach catkowitych dodatniego stopnia.

Wykazaé, ze jesli wielomian w(x) = a,a™+- - - + a2+ ap ma wspdlezynniki catkowite
oraz w(0) i w(1) sa liczbami nieparzystymi, to w(z) nie ma catkowitych pierwiastkow.
Wykazaé, ze jesli wielomian w(x) = ap,z" +- - -+ a2+ ap ma wspétezynniki catkowite,
lw(p)| = |w(q)| = 1 dla pary liczb catkowitych p > ¢ oraz w(x) ma pierwiastek
wymierny a, to p — q jest rowne 1 lub 2 oraz a = p%.

Niech (a) oznacza cze$¢ utamkowa liczby a (np. (1,41)=0,41). Wykazaé, ze liczby
(10"y/2), gdzie n = 0,1,2, ... sa parami rézne.

Ciag liczb ag,aq, ..., a, okreslony jest warunkami: ag = 5 oraz a, =
k=1,2,...,n. Udowodni¢, ze

1
1——<a,<1.
n

Wyz&aezyé Vlv{szystkie wielomiany A(x), B(z),C(z), D(x) speliajace dla wszyskich
T € K warunki:

a) A(0) =0, A(z) = 3(A(z+ 1) + A(z — 1)),

b) xB(a; — 1) = (x — 2)B(x),

c) C(z?) = (C())?,

d) D(z* —2x) = (D(z — 2))>.

Czy istnieje réznowartosciowa funkcja f: R — R spetniajaca dla wszystkich z nieréwnosé:

9 1
1) = (f@)P > ¢



