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Seria na styczen 2003 (grupa ”STARSZYCH”)

Wykazaé, ze jesli liczby rzeczywiste xy, o, .. ., x, naleza do przedziatu [0, 1], to
n n AP 2
(n ;%) (n ; 1 xl>_ 1
Wykazaé¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n oraz nieujemnej liczby catkowitej &

rownanie
3., .3 3 3k+2
x4, =y
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach naturalnych z; oraz y.

Wykazac, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nieréwnos¢

a+b+c

a®b’ct > (abc) 3

Dla liczby a z przedziatu (0, 1) definiujemy funkcje f: [0,1] — R wzorem

flz) = ) jedli 0 <z < a,
T) = 1—(@4—\/(1—@)(1_%))2 jedlia <o < 1.

oraz ciag {a,} ktadac a; = f(1) oraz a,, = f(an_1), dla n > 1. Udowodni¢, ze a, = 0
dla pewnej liczby naturalnej k.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x1, zo, . .., x, speliajace uklad réwnan

2
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Niech f(n) oznacza liczbe permutacji ay, as, ..., a, liczb 1,2,...n takich, ze

(a) a1 =1,

(b) |a; — a1 <2, dlai=1,2,...,n— 1.
Wykazaé, ze ciag reszt z dzielenia przez 3 liczb f(n) jest okresowy i obliczy¢ reszte z
dzielenia przez trzy liczby f(2003).

Niech rq,79,...,7, bedzie danym ciagiem dodatnich liczb wymiernych takim, ze
> e i = 1. Dla liczby naturalnej n niech f(n) =n — 3 ;" [rgn|, gdzie [x] oznacza
czes$é calkowita liczby x. Wyznaczy¢ najwieksza i najmniejsza wartosé funkeji f(n).

Wewnatrz kwadratu o boku 1 narysowano nie przecinajaca sie ze soba tamana o
dtugosci 1000. Wykazaé, ze istnieje prosta rownolegta do pewnych bokéw kwadratu
przecinajaca tamana w przynajmniej 500 punktach.

Wewnatrz kwadratu o boku 1 narysowano tamana o dlugosci [ tak, ze kazdy punkt
kwadratu jest oddalony od pewnego punktu tamanej o nie wiecej niz € (e jest pewna

liczba dodatnia). Wykazaé, ze [ > 2% — Je.

Wewnatrz kwadratu o boku 1 umieszczono n? punktéw. Wykazaé, ze istnieje lamana
zawierajaca wszystkie umieszczone punkty, ktérej dlugosé jest nie wieksza niz: a)
2n+ 1, b)* 2n.
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Wewnatrz kwadratu o boku 100 potozona jest tamana L taka, ze kazdy punkt kwadratu
jest oddalony od L o nie wiecej niz 0, 5. Wykazac, ze tamana L zawiera dwa punkty
odlegte od siebie o nie wiecej niz 1, ale droga wzdluz tamanej taczaca te punkty ma
dlugos¢ nie mniejsza niz 198.

Rzuty prostokatne wielokata W na osie uktadu wspétrzednych maja dtugosci a i b.
Wykazaé, ze wielokat W ma obwéd nie mniejszy niz v/2(a + b).

Wewnatrz wielokata foremnego Aj;As...A,wybrano punkt O. Wykaza¢, ze dla
pewnej pary liczb i, 7 € {1,2,...n} zachodza nieréwnosci

1
n
Siedmiokat A1 A, ... A7 jest wpisany w okrag o. Wykazad,ze jesli srodek okregu o lezy
wewnatrz siedmiokata, to suma katéw przy wierzchotkach Ay, A3 i A5 jest mniejsza
od 450°.

Przekatne wypuktego czworokata maja diugosci 2a i 2b. Wykazacé, ze przynajmniej
jeden z bokoéw tego czworokata ma dlugo$é nie mniejsza niz v a? + b2.



